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To co zazwyczaj rozumiemy jako mierzenie odlegtosci nazywamy metryka euklidesowsa, nie jest
to jednak jedyny sposob w jaki mozemy mierzy¢! Nasze zadania kwalifikacyjne maja Ci pokazaé
inne metryki i ich podstawowe wtasciwosci. Wszystkie potrzebne definicje sa w tym pliku, ale nie
przejmuj sie, jezeli nie bedziesz w stanie ich od razu zrozumieé¢. Warto samemu poszukaé¢ dodat-
kowych wyjasnien (albo poczytaé Fajny skrypt), zawsze mozna tez nas o co§ dopytaé. Pamietaj,
ze nie musisz zrobi¢ wszystkich zadan, zeby zakwalifikowa¢ sie na warsztaty! Warto tez wystacé
rozwiagzania przed konicem terminu, wtedy bedziesz mie¢ jeszcze szanse je poprawi¢ po otrzyma-
niu naszych uwag. W razie jakichkolwiek pytan napisz do: koszmartamk@gmail.com
lub magdalena.grabka000@gmail.com

Metryka:

Funkcja d : X? — [0, +00) jest metryka jezeli:
o(Vr,y € X)(d(z,y) =0 <= x=y) rozréznia argumenty
o(Vr,y € X)(d(z,y) = d(y,x)) jest symetryczna
o(Vr,y,xv € X)(d(x,z) < d(x,y) +d(y, z)) spekia nieréwnos¢ trojkata

Przestrzen metryczna:
Para (X,dx) (gdzie X to nasz zbiér, a dx to metryka na tym zbiorze)
Kula:
B.(x) ={y € X : dx(z,y) <r} (ktéra ma $rodek z i promien )
Zbieznos¢ ciggu:
lim 2, =2 (Ve > 0)(IN)(Vn > N)(dx(zn, ) <€)
Zbioér otwarty:
U C X jest otwarty <= (Vx € U)(3r > 0)(B,(z) CU)
Ustw <= U jest sumag kul
eSumy zbioréw otwartych tez sa otwarte
e skonczone przekroje zbioréw otwartych tez sa otwarte
Zbiér domkniety:
F C X jest domkniety <= (V(z,) € FN) ((Elx € X)(nlggo T, =1T) = T € F)

(kazda granica ciagu elementow F' tez jest w F)

Ustw = USomi (gdzie X dopehienie zbioru otwartego to zbiér domkniety)
Specjalne zbiory dla A C X, X - przestrzen metryczna:

Wnetrze A: Int(A) ={z € A: (Ir > 0)(B.(z) CA)}

Domknigcie A: A= {z € X : (x, € AN)(nangO T, =)}

Brzeg A: Bd(A) = A\ IntA

Aotw <= A=1Int(A)  (zbiér otwarty jest swoim wnetrzem)

Agomk == A=A (zbiér domkniety jest swoim domknieciem)

Uwaga: x = (z1,...,2,) € R" iy = (y1,...,yn) € R" (w naszych zadaniach zawsze n=2)
Natomiast 0 to poczatek ukltadu wspétrzednych (0,..,0) (czyli dla n=2 (0,0))


https://ww2.ii.uj.edu.pl/~zgliczyn/dydaktyka/2013-14/top-obliczeniowa/topologia.pdf

Zadanie 1 (15 pkt) SprawdZ czy podany sposéb mierzenia ,odlegloéci” spelia definicje
metryki w R?:

e Metryka euklidesowa: d(x,y) = [|[x — y|| = \/Z;L:l(xi —yi)?

Ix =yl jesli 0,x iy sa wspoélliniowe,

e Metryka centrum: d(x,y) = . ) )
x|l + |ly]| (tzn. suma odlegtosci x i y od 0) w przeciwnym razie.
B ol —

e Metryka rzeki: d(x,y) = <=l Jestt . L )

|zo| + |1 — y1| + |y2| W przeciwnym razie.

e Bezwzgledna: d(x,y) = |z1 — y1|

e Sinus (tutaj sprawdz dla R zamiast R?): d(x,y) = |sin(x) — sin(y)|

e Zero: d(x,y) =0

Zadanie 2 (5 pkt) Narysuj kule w R? o $rodku (0, 0) i promieniu 2 w podanych metrykach:
e Metryka euklidesowa

e Metryka rzeki

Metryka miasta/taksowkowa: d(x,y) = >0 |x; — il

0 jeslix=y,

Metryka dyskretna: d(x,y) = { ' '
1w przeciwnym razie.

Metryka supremum: d(x,y) = sup, |z; — y;| (tzn. odlegloscia jest supremum odlegtosci we
wszystkich wymiarach)

Zadanie 3 (20 pkt) ZnajdZz wnetrze, domknigcie i brzeg nastepujacych podzbioréw R? z
metryka euklidesowa (nie musisz koniecznie napisa¢ rozwiazania jako zbiér, wystarczy go opisaé
stowami + jedli sie da to narysowad):

e A=RxN
e B=Qx(R\Q)
e C={r,yeR:2*+¢y*=1}

e D={z,ycR:y =2z}

o E={z,ye (0,00 :y ==}

sin(z)

Powtérz polecenie dla metryki centrum

Zadanie 4 (10 pkt) Udowodnij, ze ciag (x,) punktéw plaszczyzny (tzn. R?) jest zbiezny do
x w metryce euklidesowej wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiezny w metryce maksimum.

(Czyh d(XaY) = InaX(|:U1 - y1|7 ’x2 - y2|7 ) ‘xn - yn’))

Zadanie 5 (10 pkt) Uzasadnij, ze nie istnieje ciag (x,) elementéw R? ktory jest zbiezny w
metryce centrum, ale nie jest zbiezny w metryce euklidesowej. Podaj przyktad ciagu, ktory jest
zbiezny w metryce euklidesowej (na R?), ale nie jest w metryce centrum.



