Zadania kwalifikacyjne WWW20

Patryk Greszta Porozmawiajmy o nieskonczonosciach Kwiecien 2024

Informacje wstepne

Wszystkie zadania sg punktowane po 10 pkt. Prosze o doktadne uzasadnienie swoich odpo-
wiedzi i rozwiazan. Rozwiazania nalezy przestaé¢ przez strone internetowa warsztatow. Zeby
zakfalifikowac sie na warsztaty nie trzeba zrobi¢ wszystkich zadan (niektore moga okazaé sie
latwe a inne do$¢ trudne). Zachecam jednak do pomyslenia nad kazdym zadaniem i wysyta-
nia nawet czesciowych rozwiazan /pomystow, za ktore rowniez mozna dostaé¢ punkty.

W razie pytan lub trudnosci zwiazanych z zadaniami zapraszam do kontaktu na maila
pg429427Q@students.mimuw.edu.pl

Przydatne definicje oraz oznaczenia

Definicja. W zadaniach zbior liczb naturalnych rozumiemy jako N = {0,1,2,3,...}

Definicja. Rdznicq symetryczng zbiorow A i B (oznaczenie AAB) nazywamy

AAB :=(AUB)\ (AN B)

Definicja. Dia zbioru X na ktorym zdefiniowane jest dziatanie dodawania (+) oraz odej-
mowania (—) dla zbioréw A C X, B C X definiujemy:

A+B:={a+b:ac Abe B}
A—B:={a—-b:ac Abe B}
Definicja. Funkcje f: X — Y nazywamy surjekcjq (funkcjg "na”) gdy
VyeyIwex f(x) =y
Definicja. Funkcje f: X — Y nazywamy injekcjq (funkcja réznowartosciowq lub 1-1) gdy
Vapex (a#b= f(a) # f(b))

Definicja. Funkcje f : X — Y nazywamy bijekcjg jesli jest jednoczesnie surjekcjg oraz
mjekcjq.

Definicja. Zbiorem potegowym zbioru X (oznaczenie P(X)) nazywamy zbior wszystkich
podzbiorow X. To znaczy, ze dla dowolnego zbioru A zachodzi

AeP(X) = ACKX

Zadania

Zadanie 1. W pewnym regionie, w ktorym obecnie nie ma zZadnego miasta planowana jest
budowa n miast. Pomiedzy dowolnymi dwoma miastamsi bedzie doktadnie jedna droga. Kazda
droga bedzie koloru czarnego albo czerwonego. Wyznaczyé najmniejsze n € N dla ktorego be-
dziemy miec pewnosé, ze prawdziwe bedzie zdanie: "istniejg takie 3 miasta, pomiedzy ktoryma
sq tylko drogi czarne lub istniejg takie 3 miasta pomiedzy ktorymi sq tylko drogi czerwone.”
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Zadanie 2. Czy dla dowolnych zbiorow A, B zachodzi réwnos¢ AUB = (AAB)A(ANB) ¢
Jesli tak to udowodnij rownos$c, a jesli nie to podaj przyktad zbiorow A, B dla ktorych réwnosé
nie zachodzi.

Zadanie 3. Niech A=0,1], B=11,2), C=[-1,1)U{3}. Wyznacz zbior
((AAB)+C)n((AAC) — B)

Zadanie 4. Dla m,n € N niech A, ,,, = {f : N = N: f(n) =m} oraz niech
Bym ={9:N = N:g(n)>|m—nl|}. Dla ustalonego ny € N wyznaczy¢ wszystkie m € N
dla ktorych zachodzi Ay N Bpym = @

Zadanie 5. Wykaz ze jesli f : X — Y oraz g:Y — Z sq biyjekcjami to h : X — Z taka, ze
Veex h(z) = g(f(x)) rowniez jest bijekcja.

Zadanie 6. Wykaz ze jesli dla danych zbiorow X, Y istnieje funkcja f: X — Y taka, ze f
jest bijekcjg to istnieje rowniez funkcja g 1Y — X taka, ze g jest bijekcyq.
Wskazowka: Czy istnieje odwzorowanie odwrotne do f? Jesli tak to jakie ma wtasnosci?

W zadaniach 7-10 nalezy podaé bijekcje pomiedzy zbiorami A oraz B poprzez zdefiniowanie
funkcji f : A — B albo funkcji g : B — A, ktora jest bijekcja. Nalezy uzasadni¢, dlaczego
zdefiniowana przez nas funkcja jest bijekcja. (Wskazowka: przy rozwiazywaniu zadan 7-10
mozna (ale nie trzeba) skorzysta¢ z zadan (5) oraz (6) np. poprzez wymyslenie pewnego
zbioru C' dla ktorego tatwiej nam bedzie znalezé bijekcje z A w C oraz z C''w B a nastepnie
skorzysta¢ z zadania (5) lub przez wskazanie bijekcji z A w C oraz z B w C' a nastepnie
sprytnie skorzystaé¢ z zadania (6) )

Zadanie 7. A=N, B =N\ {2024}

Zadanie 8. A=[0,3), B=(-1,1)

Zadanie 9. A ={0,1}*, B =P({2,5,9,2024})
Zadanie 10. A=R, B=(-7,2)U{n}




