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Wstep

Niniejszy dokument zawiera zadania i przydatne informacje zwiazane z warsztatami , Twierdzenie Godla
i teoria modeli”. Wypelione zadania prosze wysyta¢ poprzez formularz na stronie warsztatéw. Wszelkie
pytania i watpliwosci co do tresci zadan, a takze prosby o porade prosze kierowac na adres podany na
stronie warsztatow.

Zasady

Rozumowania sa istotna czescia zadania - ich obecno$¢ jest konieczna aby rozwiazanie zostato ocenione
jako poprawne. Im wiecej podpunktéow rozwigzanych - tym lepiej, prosze jednak sie nie przerazadé jesli
ktoregos z podpunktow nie bedzie potrafito sie rozwigzan, lub okaze sie niejasny - stuze wtedy rada
i wyjasnieniem. Dodatkowo warto zwroci¢ uwage ze zajecia dotycza formalizmow i znaczkologii wiec
warto sie postara¢ aby wystane rozwiazania trzymaly sie takiego ducha.

Rozwigzania mozna wysyta¢ w dowolnym formacie, byle czytelnym - w wypadku zdjeé¢/skanéw
pisma odrecznego prosze o krytyczng ocene swoich zdolnosci kaligraficznych, pozwoli nam to unikngé
niezrecznych sytuacji w ktérych wzajemne zrozumienie bedzie wymagato wymiany wielu maili.

Uwaga

Zestaw zawiera wszystkie zadania, zostanie jednak w najblizszych dniach uzupetniony o dodatkowe
informacje pomocne w ich rozwigzaniu. Zaktualizowany zestaw zostanie wrzucony zamiast tego na
strone warsztatow.

Rachunek kwantyfikatorow

Zadanie 1. Ktore zdanie jest silniejsze Czy podane pary zdan sg réwnowazne? Jesli nie to ktére
wynika z ktérego?

L 3o(d(2) v ¥(x)) vs. (F20(x)) v (Fo0(2))
2. Fu(o(x) A () vs. (Fod(x)) A (Fot)(2))
3. Lo(x) vs. Jyo(y)

4. 39,0(x,y) vs. ¥y, 3.0(z, y)



Indukcja matematyczna

Zadanie 2. Ulubiony dowéd Przedstaw sw6j ulubiony (poprawny!) dowdd korzystajacy z indukeji
matematycznej.

Zadanie 3. Bledny dowd6d Ponizej znajduje si¢ dowdd nieprawdziwego twierdzenia brzmiacego
,Wszystkie funkcje ze zbioru skonczonego sg state”. Znajdz btad w dowodzie:

Dowod przeprowadzimy korzystajac z indukeji matematycznej. W szczegélnosci dla kazdego n wy-
kazemy zdanie ,Wszystkie funkcje okreslone na zbiorze n elementowym sg state”

Dla zbioréw jednoelementowych zdanie jest trywialnie prawdziwe, kazda funkcja okreslona na
zbiorze jednoelementowym jest stata. Wykazaliémy wiec baze indukcji.

Niech X bedzie zbiorem n + 1 elementowym za$ f pewna funkcja na X. Przedstawmy X =
X" U {zo} aby X' byl n elementowy.

7 zaltozenia indukcyjnego mamy f - state na X’ czyli wszystkie elementy X’ majg tg sama war-
tos¢. Wezmy teraz xp € X' i zmienmy je miejscami z zo tzn X = X” U {z1}. Dalej f state na X”
z zatozenia indukcyjnego.

f przyjmuje wiec tg sama warto$¢ na wszystkich elementach X, jest wiec stala - wykazaliSmy
krok indukcyjny.

Arytmetyka Peano

Arytmetyka Peano to system formalizujacy wlasnosci liczb naturalnych N. Sktada sie on z nastepuja-
cych pojec pierwotnych:

Statej 0.

Pojecia nastepnika liczby n oznaczanego przez Sn.

Dalej mamy nastepujace aksjomaty

V,Sn = Sm = n = m (liczby sa réwne jesli ich nastepniki sa réwne)
—3,5n = 0 (zero nie jest nastepnikiem zadnej liczby)
Jesli P < N takim ze:

1. 0e P
2. Vyne P= SneP

to P = N (aksjomat indukcji)

Poza poteznym potencjatem dowodowym indukcja pozwala nam réwniez definiowaé roznorakie funkcje
na liczbach naturalnych przy pomocy tzw definicji indukcyjnych.
Dodawanie w arytmetyce Peano mozna zdefiniowaé tak:

V,0+n=n

Vo VmSn +m = S(n +m)

Zadanie 4. Dowody w arytmetyce Peano Wykaz nastepujace fakty o arytmetyce Peano

1.

2.

S50+ SS0 = SSS5S0 (znane réwniez jako 2 + 2 = 4)

(VoVyx <y= Sz <Sy)=V,V,Vin<m= (n+k)<(m+k)

2



3. Vun # 0= 3,,n = Sm (kazda niezerowa liczba jest nastepnikiem)
4. V,n+0=0
5 V,VSn+m =n+ Sm
6. V,Vmn + m = m + n (wskazéwka - uzyj poprzedniego podpunktu)
Zadanie 5. Wiecej definicji Zapropononuj indukcyjne definicje odejmowania i mnozenia (zwrdé

uwage ze odejmowanie nie jest zdefiniowane dla wszystkich par liczb naturalnych). Dla kazdego z nich
udowodnij jedng wybrang wtasnosc.



