Zadania kwalifikacyjne

Mieszko Zimny

Zadanie nalezy wysltaé przez strone warsztatéw do dnia 26 maja. Nie trzeba robi¢ wszystkich zadan
(niektore sa zdecydowanie trudniejsze), ale z pewnoscia pomocne bedzie pomyslenie nad wszystkimi.
Warto wysytaé nawet czeSciowe rozwiagzania, na pewno to uwzglednie. Poza tym, w odpowiedzi
na kazde rozwiazania postaram sie wyslaé liste szczegdélowych uwag, jezeli pozostanie czas, bedzie
mozna potem wysytaé¢ kolejne wersje swoich rozwigzan. Zachecam, aby w przypadku jakichkolwiek
watpliwosci pisa¢ na m.zimny2@student.uw.edu.pl.

1 Topologia

Niech X bedzie niepustym zbiorem. Rodzine 7 podzbioréw X nazywamy topologia, jezeli spelnia
ona nastepujace warunki:

1. pusty zbior oraz cala przestrzen naleza do 7: 0 € T, X € T;
2. suma dowolnej liczby zbiorow z T mnalezy do T jezeli {U; :i € I} C T, to U;c; Ui € T;

3. przeciecie skoniczenie wielu zbiorow z T nalezy do T: jezeli {U; : ¢ € I} C T, gdzie |I] < oo, to
ﬂie] U, eT.

W takim przypadku pare (X,7) nazywamy przestrzenia topologiczng. W praktyczym zapisie
czesto pomijamy rodzine T, jezeli jest jasna z kontekstu i méwimy po prostu o przestrzeni topologicznej
X. Elementy 7 nazywamy zbiorami otwartymi w X. Dopelienia zbioréw otwartych nazywamy
zbiorami domknietymi.

Najwazniejszy z naszego punktu widzenia przyklad jest nastepujacy. Niech X = R, za T przyjmu-
jemy rodzine wszystkich zbioréw, ktore sg sumami dowolnej liczby przedzialéw otwartych. Topologie
te czasami nazywamy topologia euklidesowa. Od tej pory, kiedy méwimy o "przestrzeni topologicznej
R" mamy na mysli R z ta wtasnie topologia.

Zadanie 1. Ustal, czy (R, 7T) jest przestrzenia topologiczna, gdy:
a) T ={0,R};

b P(R), tzn. T jest zbiorem wszystkim podzbiorow R;

)
) T
¢) T jest rodzing wszystkich podzbiorow zawierajacych 0;
d) T jest rodzing wszystkich podzbiorow niezawierajacych 0;
e) T sklada sie ze wszystkich podzbioréw zawierajacych 0 oraz (;

f) T sktada sie ze wszystkich podzbiorow niezawierajacyh 0 oraz R.

Mowimy, ze przestrzen topologiczna (X, 7) ma wlasno$é Hausdorffa lub jest Hausdorffa,
jezeli dla dowwolnych dwoch roznych punktow z,y € X istnieja zbiory otwarte U, V takie, ze x € U,
y € Voraz UNV = ) (innymi stowy, dowolne dwa punkty mozna rozdzieli¢ zbiorami otwartymi). Na
przyklad R z topologia euklidesows, jest Hausdorffa.



Zadanie 2. Ktore sposrod przestrzeni z Zadania 1. majg wlasnosé¢ Hausdorffa?

Niech X, Y beda przestrzeniami topologicznymi. Méwimy, ze funkcja f : X — Y jest ciagla, jezeli
dla dowolnego zbioru V otwartego w Y, zbiér f~1(V) jest otwarty w X. Dla dowolnego podzbioru
A C X domknieciem A (oznaczenie A) nazywamy przeciecie wszystkich zbioréw domknietych w X
zawierajacych A. Podzbior A nazywamy gestym w X, jezeli A = X.

Zadanie 3. Niech X,Y beda przestrzeniami topologicznymi, A C X gestym podzbiorem, a f,g :
X — Y funkcjami ciaglymi. Zalozmy, ze Y ma wlasnos¢ Hausdorffa. Pokaz, ze jezeli f|a = g|a, to
f = g (czyli funkcja ciagla jest wyznaczona przez swoje wartosci na gestym podzbiorze). Pokaz, ze
nie musi to by¢ prawda, jezeli Y nie jest Hausdorffa.

2 Algebra

Podstawowym dla nas pojeciem bedzie pojecie piericienia. PierScieniem nazywamy zbidér R wraz
z dwoma dziataniami dwuargumentowymi na nim nazywanymi zazwyczaj dodawaniem i mnozeniem,
i oznaczanymi dokladnie tak samo jak zwykle dodawanie i mnozenie, ktére spelniaja nastepujace
warunki:

1. a+ (b+¢) = (a+ b) + ¢ dla dowolnych a, b, c € R (tacznosé dodawania);
2. istnieje element 0 € R (nazywany zerem pierscienia) taki, ze 0+ a = a+ 0 dla dowolnego a € R;

3. dla kazdego a € R istnieje element b € R (nazywany elementem przeciwnym do a) taki, ze
a+ b =0 (czesto oznaczamy b przez —a);

4. a(bc) = (ab)c (laczno$¢é mnozenia);
5. a(b+ ¢) = ab+ ac (lewostronna rozdzielno§¢é mnozenia wzgledem dodawania);
6. (a+ b)c = ab + ac (prawostronna rozdzielno$¢ mnozenie wzgledem dodawania).

Ta definicja moze wyglada¢ na do$é¢ skomplikowana, ale jest tatwa do uzywania w praktyce. Nalezy
mysle¢ po prostu, ze pierscien to zbiér elementéw, ktoére mozemy dodawaé, odejmowaé i mnozyé, ale
niekoniecznie dzieli¢ (nie kazdy element musi mie¢ odwrotnosé). Jezeli dodatkowo zachodzi warunek

7. ab = ba dla dowolnych a,b € R,
to pierscienn nazywamy pierScieniem przemiennym, a jezeli

7. istnieje element 1 € R (nazywany jedynka pierscienia) o tej wlasnosci, ze 1-a =a-1 = a dla
kazdego a € R

to pierécien nazywamy pierscieniem z jedynka. Beda nas interesowaé¢ wytacznie pierscienie przemie-

nne z jedynka, a wiec od tej pory przjmujemy konwencje, iz stowo "pierscien" oznacza dla nas

domys$lnie pierscien przemienny z jedynka.

Zadanie 4. Ktore z ponizszych struktur sg pierscieniami?
a) zbior liczb naturalnych N ze zwyklym dodawaniem i mnozeniem (przyjmujemy, ze 0 € N)
b) zbiér liczb catkowitych Z ze zwyklym dodawaniem i mnozeniem
¢) zbior {0,1,2,3,4,5} z dzialaniami dodawania i mnozenia modulo 6

Podzbidr I pierscienia R nazywamy idealem, jezeli



1. dla kazdych a,b € I mamy a + b € I (I jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie),
2. dla kazdego a € I i b € R mamy ab € I.

Przyklady idealow to np. {0} (nazywany idealem trywialnym) oraz caly pierscien R (nazywany
ideatem niewlagciwym, pozostale idealy nazywamy wlasciwymi). Ideal I nazywamy pierwszym,
jezeli dla dowolnych a,b € R z nalezenia ab € I wynika, ze a € I lub b € I. Ideal I nazywamy
maksymalnym, jezeli jest wlasciwy i nie jest zawarty w zadnym innym ideale wtasciwym.

Zadanie 5. Pokaz, ze ideal I jest niewlasciwy wtedy i tylko wtedy, gdy nalezey do niego jakis
element odwracalny w R (tzn. takie a € R, dla ktorego istnieje b € R takie, ze ab =1).

Jednym z najwazniejszym dla nas przykladoéw pierscieni beda pierécienie rzeczywistych funkcji
cigglych na przestrzeniach topologicznych. Dokladniej, dla przestrzeni topologicznej X mozemy
rozwazy¢ pierscienn C'(X) skladajacy sie z funkcji ciaglych X — R (z topologia euklidesowa oczy-
wiscie) ze zwyklym dodawaniem i mnozeniem funkcji po wartosciach (sprawdz, ze istotnie jest to
pierscien, jezeli nie jest to dla ciebie oczywiste).

Zadanie 6. W tym zadaniu rozwazamy pierscieri C'(R).

a) Pokaz, ze dla dowolnego ustalonego x € R zbior m, = {f € C(X) : f(z) = 0} jest ideatem
maksymalnym w C(R).

b) Czy zbior zlozony z funkcji zbieznych do zera w nieskoriczonosci jest idealem w C'(R)? Jezeli
tak, to czy jest idealem pierwszym/maksymalnym?

c¢) Czy zbior funkcji rownych zero dla dostatecznie duzych z jest idealem w C(R)? Jezeli tak, to
czy jest ideatem pierwszym/maksymalnym?

Niech St = {(z,y) € R? : 22 +y? = 1} (okrag) z topologia euklidesowa dziedziczong z ptaszczyzny,
tzn. podzbiér S! jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest przecieciem pewnej rodziny kot ot-
wartych na plaszczyznie z S1. Mozna pokazaé (doktadnie tak samo, jak w powyzszym zadaniu), iz
dla ustalonego x € S* zbior m, = {f € C(S') : f(z) = 0} jest ideatem maksymalnym w C(S*).

Zadanie 7*. Odwro¢ powyzsze stwierdzenie w nastepujacych krokach.

1. Niech n bedzie ideatem maksymalnym w C(S?) i zalozmy, ze n # m, dla pewnego z. Pokaz, ze
istnieje f € n taka, ze f(x) # 01 f(y) > 0 dla dowolnego y € S*.

2. Niech n bedzie ideatem maksymalnym takim, ze n ¢ {m, : x € S'}. Pokaz, ze istnieje f € n
taka, ze f(y) > 0 dla dowolnego y € S*.

3. Wywnioskuj, ze n = C(S?), wiec nie jest idealem maksymalnym. A zatem idealy maksymalne
w C(S') odpowiadaja w naturalny sposéb punktom S!!

Wskazowka: Najprawdopodobniej pomocny bedzie nastepujacy fakt, ktory profesjonalnie nazy-
wamy zwartodcia S1, na ktéry mozna powolywaé si¢ bez dowodu: jezeli {U; : i € I} jest rodzi-
na zbioréw otwartych w S' taka, ze Uie: Ui = S1, to istnieje skonczony podzbior J C I taki, ze
U e U;j=9 1 (z kazdego pokrycia otwartego mozna wybra¢ podpokrycie skoriczone).
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