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1 Intro

Zasady:

1. Nie szukamy odpowiedzi w internecie, bo one tam sa i do$¢ latwo na nie wpasé chocby przy-
padkiem.

2. Mozna $mialo pisa¢ pytania na gmaila radrowicki+www20@. Szczegolnie jak co$ jest niejasne,
potrzebuje feedbacku.

3. Jesli chcesz rozwiazywaé zadania z lambd w jakims jezyku programowania, nie mam z tym
problemu.

2 Indukcja

Zapomnijmy na razie o calej arytmetyce, jaka znamy. Wyobrazmy sobie, ze zyjemy w Swiecie, gdzie
w matematyce znane sg jedynie funkcje, zbiory i logika.

Zdecydowanie brakuje nam tu liczb. Zeby spelnié ludzkie minimum socjalne, potrzebujemy cho-
ciazby tych “naturalnych”, takich jak dwadziescia, jeden, trzydziesci, osiem. Jako herosi naszej wy-
my$lonej krainy postanawiamy co$ z tym zrobié¢ i uratowaé ludzko$é¢ od wiecznego nieliczenia.

Od czego$ trzeba zaczaé¢ — zatem zacznijmy od niczego. Zdefiniujmy sobie zero, lub 0, jako
,nic”. Niestety nic to zbyt mato — na Swiecie bywaja rézne obiekty, ktore bynajmniej nie sa niczym.
Potrzebujemy wiec jakiegos narzedzia do ich zliczania. Utwérzmy zatem do tego pewien zbidr, ktory
nazwiemy majestatycznie zbiorem liczb naturalnych i bedziemy oznaczaé¢ go N. Okreslimy teraz 5
aksjomatow, czyli prawd przyjetych w ramach definicji naszego zbioru:

1. 0 jest liczba naturalng (€ N)

2. Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje inna liczba naturalna, ktéra jest jej nastepnikiem i
oznaczymy ja S(n)

3. 0 nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalnej
4. Aksjomat indukcji: Jesli

e 0 ma ceche P
e 7 faktu ze n ma ceche P wynika ze S(n) ma ceche P

to kazda liczba naturalna ma ceche P



Super! Mamy liczby! Mozemy teraz si¢ nimi bawié: niech 1 = §(0), 2 = S(1) = S(S5(0)) itd. Jed-
nak wciaz brakuje nam wielu innych waznych rzeczy. Nie znamy dodawania, mnozenia, odejmowania
i masy prawd, ktére w realnym Swiecie sa oczywiste. Ze zdefiniowaniem dwéch pierwszych chetnie

Ci pomogeg:
Dodawanie:
a+0=a
a+ S(b)=S5(a+b)
Mnozenie:

ax0=a
ax Sb)=axb+a

Reszte jednak zostawie tobie.

Zadania:
Zad. 1 (1 pkt.) Udowodnij, ze a + 1 = S(a)
Zad. 2 (1 pkt.) Udowodnij, ze 0 + a = a (to nie jest cze$¢ definicji dodawanial)
Zad. 3 (1 pkt.) Udowodnij, ze 2 + 2 = 4. Przyjmijmy 4 = S(S(S(5(0))))
Zad. 4 (1 pkt.) Udowodnij, ze 2 x 2 =4
Zad. 5 (1 pkt.) Udowodnij, ze a x 1 = a
Zad. 6 (1 pkt.) Okresl, kiedy jedna liczba jest mniejsza (badZ mniejsza-réwna) od drugiej
Zad. 7 (2 pkt.) Zdefiniuj modul (warto$é¢ bezwzgledna) z réznicy dwdch liczb (nie mamy liczb
calkowitych, stad modul a nie zwykle odejmowanie)
Zad. 8 (2 pkt.) Udowodnij, ze dodawanie jest taczne, tj (a +b) +c=a+ (b+c)
Zad. 9 (2 pkt.) Udowodnij, ze dodawanie jest przemienne, tj a+b=>b+a
Zad. 10 (2 pkt.) Udowodnij, Ze mnozenie jest laczne
Zad. 11 (2 pkt.) Udowodnij, ze mnozenie jest przemienne
Zad. 12 (3 pkt.) Udowodnij, ze (a+b) xc=axc+bxc
Czasami trzeba dobrze wybra¢ zmienng do indukcji. Jak nie idzie, to zazwyczaj warto sprobowac
innej. W razie kompletnej porazki moge daé hinta.

Rozkmina: Jak wyobrazasz sobie definicje liczb catkowitych i wymiernych w naszym systemie?

Czy mozliwe jest okreslenie liczb rzeczywistych? Jesli tak, to w jaki sposéb? Jesli nie, to dlaczego?
Czy potrzeba do tego wiecej aksjomatow? Dokad nocg tupta jez?

3 Lambada

Poznajcie lambde. Say hi

A

Ale brzydka. Po co ona tu przyszta? A po to, zeby wam uprzykrzy¢ zycie. Zagrajmy wiec w gre.



3.1 Zasady zabawy

Bedziemy robié¢ operacje na napisach. Interesuja nas tylko i wylacznie napisy ktore opisuja tak zwane
lambda termy. Napis jest lambda termem wtw pasuje do jednego z schematow:

1. Zmienna: z (slowo zaczynajace sie mala litera)

2. Abstrakcja: A z . T (lambda oraz kropka sa elementami skladni, « to zmienna, a T' to dowolny
lambda term)

3. (Th) Tz — aplikacja (dwa dowolne lambda termy obok siebie, lewy w nawiasie)
4. (T') — nawias (a konkretnie lambda term w nawiasie)

5. (T1)[z/T2] — podstawienie (z to zmienna, 7175 to lambda termy, reszta to skladnia)

Przyklad lambda terméw
lol

(lo) 1
Az .z
(alama) kota
Az . () lol) (X kek . kok) misio
(AN z . (x) lol) X kek . kok) misio

Az y)lz/(y) vl
Przepisywanie Definiujemy nastepujace zasady przepisywania napiséw:
Nawiasy:
L ((T)) — (T)
2. (z) >z
Zagladanie:

1. (To) — (Tl) Jeéll To — T1

[\

(To) Th = ATy . T] jesli Ty — Ty

3. (To) Th = NTj) . Ty jesli Ty — T

4. A . Ty— Az . TyjesliTyo— T

5. (Th)[x/T3] — (To)[x/T5] jesli Ty — Th
Podstawianie:

1. (2)[x/T] =T

2. (@)[y/T] — xjeSliz #y



3. (Th) To)[a/T5] — ((Th)[z/T5]) (T2)[x/T5]
5 Az . To)y/Ti] = Xz . (To)[y/T1] jedli x # y oraz z nie wystepuje w Ty

Redukcje, konwersje:

1. arkonwersja: Az . T — Ay . (T)[z/y] jesli y nie wystepuje w T
2. f-redukcja: (A x . Ty) To — (Th)[x/ T3]

3. n-redukcja: A x . (f) z — f

Wiele krokow:

. TST

2. Ty 5 Ty jedli istnieje taki Ty ze Ty — Ty oraz T — T

Umawiamy sie ze napisanie T} Ty (z wyrazna spacja) implicite oznacza (T1) To. Tak samo wie-
lokrotne aplikacje jak Ty T» T5 oznaczaja ((Th) T») T5. Wszystko pod warunkiem ze nie wplywa
to na przepisania i skladnia jest jasna. Przykladowo w przypadku (A x . x) y nawias nalezy pisaé,
natomiast powinno by¢ oczywiste ze f = oznacza (f) x

Dodatkowo, niech A x y z . T oznacza Ax . Ay . A z . T.

Intuicja (czyli jak o tym mysled)

e Term A x . T okresla anonimowgq funkcje ktérej argumentem jest x, a ciatem T'. Przyktadowo,
nieco odbiegajac od zatozen naszego jezyka, stwierdzenie A x . x + 2 to ekwiwalent znanej z
liceum funkcji liniowej, po prostu bez nazwy (A to nie jest nazwa funkcji, tylko konstrukcja
skladniowa!). Odpowiednikiem f(z) = z + 2 byloby co§ w stylu f =Xz . 2+ 2.

e Term (f) z to aplikacja funkcji. W matematyce nawiasujemy to na odwrét: f(x). Przykladowo,
podazajac za poprzednim przykltadem, f(3) = (A z . z +2) 3 5 3+ 2 = 5. Regula (-redukcji
odpowiada za logike aplikacji funkeji (podstawienie argumentu pod zmienna).

e a-konwersja to nic innego jak zmiana nazwy argumentu funkcji. Wszak f(x) = = + 2 oraz
fly) = y + 2 to to samo. Jedyne czego nie mozna robi¢ to podmienia¢ na zmienna ktéra
uzywana jest w ciele funkeji, na przyklad f(z) = 2+ y oraz f(y) = y + y to nie do konca to
samo.

e Nasze funkcje sa zawsze jednoargumentowe. Jesli chcemy mieé¢ funkcje dwuargumentowsa, defi-
niujemy funkcje ktora bierze pierwszy argument i zwraca funkcje ktéra bierze drugi argument i
dopiero zwraca wynik. Przykladowo, znowu naginajac jezyk, funkcja ktéra dodaje dwie liczby
by wygladata jakos tak: A x . A y . x + y. Nasza umowna notacja powinna robi¢ wigkszy sens:
Arxy.xz+y.

Oczywiscie w naszym jezyku nie ma takich rzeczy jak liczby czy dodawanie, uzylem ich tu tylko
do zobrazowania jakiego$ schematu myslenia. Ale nie martw sie, dojdziemy do arytmetyki niebawem!



Przyktlady

ANz.z2)y—>y
Az . Af.(f)z) f— (beta redukcja)
Af.o(f)o)x/f]— (alfa konwersja, bo konflikt na f)
(Ag.(9) x)z/f] = (podstawienia)
(Ag.(9) =) (koniec)

3.2 BTEX

Jak chcesz wysylaé rozwiazania w latexu, to moze ci sie przyda¢ moja brzydka preambuta:

\usepackage{suffix}
\usepackage{xcolor}
\usepackage [utf8] {inputenc}
\usepackage{polski}
\usepackage{amsthm}
\usepackage{amsfonts}
\usepackage{listings}
\usepackage{scalerel}
\usepackage{syntax}
\usepackage{amsmath}
\usepackage [inline] {enumitem}
\usepackage{chngcntr}

\newcommand{\1lsub} [3]{(#1) [#2 / #31} % Podstawienie
\newcommand{\labs} [2]{\lambda~{#1}~. {#2}} ' Abstrakcja
\newcommand{\lapp} [2]{ ({#1}) “{#2}} % Aplikacja

% \to % Przepisanie

\WithSuffix\newcommand\to*{\xrightarrow{*}} ) Przepisanie (wiele krokéw)

3.3 Zadanka

W rozwigzaniach musicie zawrze¢ wszystkie kroki przepisywania z regul ,Redukcje i konwersje”.
Cala reszte mozecie zostawié ,w pamieci”. Nie musicie uzasadnia¢ warunkéw uzywania regul (sa
dosé oczywiste).

3.3.1 Przepisujemy
Przepisz nastepujace termy tak zeby sie juz nie dalo ich przepisywaé (oprécz reguly a-konwersji,

ktéra mozna odpalié¢ prawie zawsze):

Zad. 13 (1 pkt.) (Az . Ay . (y) ) w) (A z. 2)
Zad. 14 (1 pkt.) (A z . Ay .y x)y) Az . x)



Zad. 15 (1 pkt.)
Zad. 16 (2 pkt.)
Zad. 17 (2 pkt.)
Zad. 18 (2 pkt.)

Ay.y)rz.zz)(Az.(2)q)
Az.2)Az.(2)2)(Az.(2)y)
Aabe .cba)zz(Aw.vw)
Arxyz cxzyz)(Ae.2z)(Az.a)

Py

Nieskoniczono$é Tutaj uzasadnij poprawnos$¢ swojego rozwiazania:

Zad. 19 (3 pkt.) Wymysl term ktéry mozna przepisywaé bez konca w taki sposéb, zeby dalo sig uzyé
zasady (-redukcji nieskonczenie wiele razy. Ponadto, ma sie go nie daé przepisaé¢ (nawet wieloma
krokami) tak zeby sie go nie dalo go dalej nieskoniczenie przepisywaé w sposéb opisany powyzej.
Innymi stowy, zawsze kiedy$ ma sie daé¢ zrobié S.

Zad. 20 (3 pkt.) Wymys$l term ktéry mozna przepisywaé bez kofica w taki sposob, zeby on generalnie
ciggle rost. Nie musi by¢ dluzszy po kazdym jednym przepisaniu, moze nawet czasem zmaleé, wazne
by dato sie¢ go przepisywacé tak, by mégt osiagnaé¢ dowolny rozmiar. Diugos$é termu mierzymy w ilosci
zmiennych jakie w nim wystepuja.

Ponadto, ma sie go nie da¢ przepisaé¢ (nawet wieloma krokami) tak zeby sie go nie dalo go przepisywaé
w sposob opisany powyzej. Innymi slowy, dla dowolnego n, zawsze kiedy$ ma si¢ da¢ go przepisac
tak, by byt dtuzszy niz n.

3.3.2 Programowanie

Nadamy teraz sens niektérym termom. Behold, oto definiuje czym jest PRAWDA:

Ary.x
Przekonujace, co? No to analogicznie FALSZ:

Az y.y
Dobra, to teraz wyjasniam o co chodzi. Jak wam napisze
if alamakota then kotmaale else alaunikapodatkéw
To kazdy zrozumie. To teraz wyobrazmy sobie ze alamakota to prawda.
if (A z y . ) then kotmaale else alaunikapodatkéw

Teraz poprawmy kolorki. . .

ANzy.x) kotmaale alaunikapodatkéw
Jeszcze troche. ..
ANzy.x) kotmaale alaunikapodatkéw
Mala (-redukcja. . .
kotmaale

Wyszto! Analogicznie, jak zamienimy alamakota na falsz, to nasze wyrazenie aktywuje else:



ANzy.y) kotmaale alaunikapodatkéw

—
alaunikapodatkdw

Zatem nasz wspanialy bool (prawda/falsz) to po prostu wyrazenie if (z obowigzkowym else)
ktore pozwala nam podjaé¢ decyzje w zaleznosci od tego czy cos jest prawda czy nie. W pewnym
sensie to kwintesencja wartosci logicznej — bo co innego mozna z nig zrobi¢ tak u fundamentu? No
to twoja kolej na zabawe:

Zad. 21 (1 pkt.) Napisz lambda term ktéry bedzie sie zachowywal jak logiczna negacja. To znaczy
takie T, 2e T Az y.z) S Azy.yorazT Nzy .y) = Aay.x

Zad. 22 (2 pkt.) Napisz term ktory zachowuje si¢ jak koniunkcja.

Zad. 23 (2 pkt.) Napisz term ktéry zachowuje sie¢ jak alternatywa.

Zad. 24 (2 pkt.) Napisz term ktéry zachowuje sie jak réwnowaznosé.

Swoja droga, dawno nie bylo liczb naturalnych, nie? Takich z zerem i nastepnikiem (moje ulu-
bione). Okazuje sie ze zero to wcale nie jest takie nic. Zero to tez lambda term, wyglada tak:

Afx.x
Nastepnik tez nie jest wziety z czapy. Oto on:

An. Afx.f(nfzx)

Ten to jest paskudny dopiero. Ale nie martw sig, wyjasniam:

Intuicja Liczba naturalna n to abstrakcja ktora zaaplikowana do innej abstrakeji sklada ja z samag
soba n razy. Przykladowo, 2 =X f = . f (f x). W szczegblnosci zero, jak opisalem wyzej, zupelnie
olewa owa abstrakcje — 0 f @ = x (czyli f jest zaaplikowane zero razy do x). Nastepnik natomiast
to abstrakcja ktéra, jesli zaaplikowana do termu reprezentujacego liczbe n, redukuje sie do termu
ktory reprezentuje liczbe o jeden wigksza (tj. sklada swoj argument n razy i jeszcze jeden raz).

A co ja bede si¢ rozpisywal, zadanko:

Zad. 25 (0.5 pkt.) Zdefiniujmy sobie 3 jako A f x . f (f (f z)). Zredukuyj ile sie da term S 3, gdzie
S to nasz nastepnik. To co wyjdzie nazwiemy 4.

Powinno wyjsé A f = . f (f (f (f x))). A skoro o zadankach mowa. ..

Zad. 26 (3 pkt.) Zdefiniuj term zachowujacy sie jak dodawnie. Powinien wygladaé tak: An m . T i
redukowaé sie poprawnie gdy zaaplikowany do dowolnych termoéw reprezentujacych liczby. Udowod-
nij ze 2+2 5 4

Zad. 27 (3 pkt.) Zdefiniuj term zachowujacy si¢ jak mnozenie. Pokaz poprawno$é na jakims $miesz-
nym przyktadzie.

Zad. 28 (8 pkt.) Zdefiniuj term zachowujacy sie jak potega (wykladnik moze by¢ przed lub po
podstawie, bez znaczenia). Sprébuj zrobié go jak najkrétszego. On serio moze byé bardzo krétki.
Zad. 29 (/4 pkt.) Zdefiniuj term ktéry sprawdza czy jedna liczba jest wieksza od drugiej. Konkretnie,
term G postaci A n m . T taki ze G x y redukuje si¢ do prawdy gdy = > y, a w przeciwnym razie



do falszu
Zad. 30 (6 pkt.) Zdefiniuj term ktéry zachowuje sie jak silnia. Good luck.

Nie ma znaczenia co twoje termy beda robi¢ zaaplikowane do nie-liczb.

3.4 Nudzi ci sie?

Nie musisz robié¢ niczego z tej sekcji. Jedyne co chce tu zaproponowaé to wiecej lambd. No to go:

e Niech pusta lista to E=Xce.e

e Niech dodanie elementu to C =Xz l. ce.cx (lce)

Nieobowiazkowe zadanka / kminy:

Zad. 1 Zrozum co tu sie dzieje
Zad. 2 Zdefiniuj term ktoéry zaaplikowany do termu reprezentujacego liste redukuje sie do termu
ktory reprezentuje dtugosé tej listy.
Zad. 3 Zdefiniuj sklejanie list (append, extend, concatenate; réznie zwa)
Zad. 4 Zdefiniuj odwracanie listy.
Zad. 5 Zdefiniuj odwracanie listy tak, zeby twéj term mial posta¢ A\ [ . [ Ty 17 Ts.
Zad. 6 Zdefiniuj mapowanie listy (np M f [a,b,c] = [f a, f b, f c])
Zad. 7 Zdefiniuj filtrowanie listy — F fl powinien zredukowac sie do listy o elementach z [, ale tylko
takich (i wszystkich) ze fe redukuje sie do prawdy.
Zad. 8 Zdefiniuj zipowanie dwéch list (np Z f [a,b, ¢ [x,y,2] = [faz, f by, f ¢ 2])
Jak zareprezentowa¢ drzewa binarne? Jak zrobi¢ DFSa? Albo BFSa? Albo w ogéle grafy? Czy
da sie opisywaé liczby wymierne i rzeczywiste? Tyle pytan, a jeszcze wiecej odpowiedzil

1Czasem jedno pytanie ma wiele odpowiedzi, przy czym kazde pytanie ma odpowiedz ,nie wiem”, wiec odpowiedzi
musi by¢ wiecej QED



