Dziury, grupy i pewne czesci stonia

Zadania kwalifikacyjne

Wstep

Piszac zadania kwalifikacyjne wychodze z zatozenia, ze nie mozna po prostu da¢
uczestnikowi zadan, zeby sie meczyt z szukaniem informacji na temat jakichs ob-
skurnych i mato rozpowszechnionych defninicji. Z tego powodu ponizej znajduje sie
skrypt, z zadaniami wplecionymi w rézne definicje i konstrukcje. Zadan jest szes¢ i
s raczej standardowe, bo wychodze z zatozenia, ze zadania maja sprawdzaé nabyta
wiedze, a nie inteligencje uczestnika (cho¢ cze$¢ zadan jest teoretyczna i trzeba
uzy¢ abstrakcyjnego myslenia). Od razu namawiam do zaznajomienia sie ze strong
warsztatéw "Topologia to patologia", bo czes¢ tresci nam sie pokrywa, wiec mozna
szuka¢ tam inspiracji. Co do progu to ustale go jak juz bede miat wszystkie rozwia-
zania, ale na pewno nie bedzie za wysoki. Moim celem nie jest uwalanie ludzi, wiec
nawet jak sie nie umie zrobi¢ paru zadan to i tak warto je wystac¢ :-). W sprawie
probleméw, literowek, czy wskazéwek zapraszam do napisania maila na:
jurczakjakub0@gmail.com

1 Teoria zbioréw

1.1 Produkty i koprodukty

Produktem, czy tez iloczynem kartezjanskim albo po prostu iloczynem zbioréw A i
B nazywamy zbiér par uporzadkowanych

{(a,b) | a€ A be B}

i oznaczamy przez Ax B. Rekurencyjnie biorac produkty z nowymi zbiorami jestesmy
w stanie zdefiniowa¢ produkt skonczenie wielu zbioréw A; x Ay X -+ x A, (nalezy
tutaj utozsami¢ elementy typu ((a, b),c) z (a, b, ¢), aby dosta¢ swoista facznos¢
iloczynu, ale to drobny detal). Czasami uzywa sie oznaczenia ]_[,.E{L2 _____
Koproduktem albo suma roztaczng rodziny zbioréw {A;}jcr) indeksowana zbiorem
I (I jest dowolny, niekoniecznie skoficzony) nazywamy zbiér | |;.; A;

J_lA; ={(a,i)|acA,icI}

Czesto piszemy po prostu A; - - -LIA, jesli I jest skonczony oraz | |
A; = A jest takie samo.

icr A jesli kazde



* Zadanie 1

Przedstaw geometrycznie zbiory S! x S! oraz Iljcst R, gdzie S! to okrag - naj-
lepiej narysow¢ albo podaé nazwe. Opisz czym jest ||;.; A, gdy I jest pewnym
podzbiorem N.

i€l

1.2 Relacje réwnowaznoéci i ilorazy zbioréw

Formalnie relacja na zbiorze A (~) nazywamy dowolny podzbiér w iloczynie A x A.
Jesli para (a, b) jest w naszym zbiorze nazwanym relacja, méwimy, ze a jest w relacji
z b i piszemy a ~ b. Méwimy, ze relacja jest relacja réwnowaznosci, gdy spetnione
sa nastepujace warunki:

e zwrotnos¢: a ~ a (czyli to samo co (a, a) €~)
e symetryczno$¢: a~ b — b~ a
e przechodnio$¢: a~ bib~c =— a~c

Caty pomyst konstrukgji relacji jest taki, zeby bardzo rygorystycznie i formalnie ze-
bra¢ elementy zbioru A w grupki. Mianowicie: klasa abstrakcji (takze sie uzywa
nazwy klasa réwnowaznosci) elementu a dla relacji réwnowaznosci ~ na zbiorze A
jest zbior wszystkich elementéw bedacych w relacji z a. Taka klase oznaczamy przez
[a]~. a element a nazywamy jej reprezentantem. Warunki dla relacji réwowaznosci
daja temu podziatowi na grupki bardzo przyjemne wtasnosci, ktérych dowdd jest
przedmiotem:

* Zadanie 2
Wykaz, ze dla relacji réwnowaznosci ~ na zbiorze A zachodzi:

[al~ N [bl~ #0 < [a]~ = [b]~
co mozna wyrazi¢ stowami: rézne klasy s3 roztaczne.

Zbidr wszystkich klas réwnowaznosci nazywamy zbiorem ilorazowym i oznaczamy
A/ ~.

* Zadanie 3

Przejdz przez nastepujaca konstrukcje: niechaj A = N x N, gdzie N = N U {0}.
Zadajemy ~ warunkiem (a, b) ~ (¢, d) <= a+ d = c+ b. Tworzymy zbiér A/,
i zadajemy na nim funkcje: m: A/ x A/~ — A/~ wzorem:

m([(a b)]. [(c. d)]) = [(a+ b, c + d)]

gdzie + jest dodawaniem w N. To odwzorowanie dziata tak, ze wybieramy repre-
zentantéw danych klas abstrakeji i z nimi co$ robimy. Nie mamy jednak pewnosci,
ze jak wybierzemy inne elementy z tej klasy, tj. innych reprezentantéw, i z nimi zro-
bimy to samo, to wyjdzie to samo, co jest warunkiem, aby m byta funkcja (inaczej



m bytaby wielowartosciowa). Musisz wiec sprawdzi¢, czy jest to dobrze zdefiniowane
odwzorowanie. Uwaga! - a priori mamy do czynienia tylko z liczbami naturalnymi,
dlatego nalezy uwaza¢ z odejmowaniem, bo nie jest dobrze zdefiniowane. Nastepnie
wskaz element e € AL, ktéry spetnia m(e, g) = m(g, e) = g dla dowolnego g oraz
dla danego h € A wskaz element h spetniajacy m(h, 71) = m(71 h) = e. Skonkluduj
konstrukcje stwierdzajac, ze A~ wraz z m to Z - moze by¢ machane rekami, for-
malne narzedzia do takich zabaw dostaniemy na wyktadzie. Analogicznie skonstruuj

Q.

2 Przestrzenie metryczne

2.1 Kule i zbiory otwarte

Metryka na zbiorze X nazywamy funkcje d : X x X — R o nastepujacych witasno-
$ciach:

e zwrotnos¢: d(x,x) =0
e symetrycznosé: d(y, x) = d(x,y)
e nieréwnos¢ tréjkata: d(x, y) + d(y, z) > d(x, z)

Pare (X, d) nazywamy przestrzenia metryczna. Czesto d okreslamy mianem odle-
gtosci na X, gdyz formalizuje ona nasze intuicje o odlegtosci.

* Zadanie 4
Podaj pare przyktadéw swoich ulubionych przestrzeni metrycznych + pokaz, ze nimi

s3.

Na przestrzeni (X, d) wprowadzamy pojecie kuli otwartej o srodku w x o promieniu

r #0.
Kx,r)={ye X |dxy)<r}

* Zadanie 5
Wykaz, ze dla dowolnego y € K(x, r) istnieje kula o srodku w y w catosci zawarta
w K(x,r)

Rodzine zbioréw T sktadajaca sie z wszystkich kul otwartych, ich dowolnych sum
(mnogosciowych) oraz zbioru pustego nazywamy topologia, a jej elementy - zbiorami
otwartymi. tatwo zobaczy¢, ze dowolna suma zbioréw otwartych jest otwarta. Tro-
che bardziej skomplikowane jest pokazanie, ze skoficzone przeciecie zbioréw otwar-
tych jest otwarte - to jest kwestia aproksymacji tego przeciecia coraz mniejszymi
kulami. Wartosciowym faktem jest to, ze jesli wokét kazdego punktu w zbiorze A
istnieje kula otwarta w catosci zawarta w A, to A jest otwarty (wynika to z faktu,
ze A z zatozenia da sie przedstawi¢ jako sume kul otwartych). | odwrotnie - kazdy
punkt zbioru otwartego jest zawarty w jakiej$ kuli, wiec na mocy zadania 4. mozna
wskaza¢ taka kule, ktérej srodkiem jest dany punkt i jest zawarta w catosci w A.



2.2 Ciagtos¢ i zbieznos¢

Méwimy, ze ciag punktéw w X (a,)nen C X zbiega do punktu a, gdy zachodzi:
nll_)n;o d(an a)=0

gdzie lim jest zwykfa granica ciggu w R. Jesli dalej rozpiszemy definicje granicy w

R dostajemy:
VesoInenVn>nd(an, a) <€

Czesto naduzywamy notacji i do zbieznosci w przestrzeni metrycznej uzywamy ozna-
czen dla zbieznosci w R.

Odwzorowanie f : X — Y miedzy przestrzeniami metrycznymi jest ciggte w punkcie
X0, gdy zachodzi jeden z réwnowaznych warunkéw (definicja Cauchego i Heinego
odpowiednio):

Ves03s>0Vxex(dx(x, x0) <6 == dy(f(x), f(x0)) <¢)

i}
a, —a = f(ap) — f(a) Y,

Odwzorowanie ciagte w kazdym punkcie dziedziny nazywamy po prostu odwzoro-
waniem ciggtym. Ciggtos¢ gwarantuje nam, ze odwzorowanie nie bedzie arbitralnie
skakato miedzy punktami. Dziata to w analogii do tego jak w szkole definiuje sie
ciagtosé funkcji g : R — R, czyli g jest ciagte, gdy jej wykres nie ma skokéw.

* Zadanie 6

Wykaz, ze odwzorowanie f : X — Y jest ciagte wtedy i tylko wtedy, gdy prze-
ciwobrazem zbioru otwartego wzgledem f jest zbiér otwarty (przeciwobraz zbioru
A C Y wzgledem f, ozn. f~1(A), to wszystkie takie punkty z X, ktére laduja w A
po zadziataniu f)

Wskazéwki: Przettumacz definicje Cauchego ciagtosci na jezyk kul. Nastepnie uzyj
zadania 4., aby udowodni¢ twierdzenie dla pojedyiczych kul otwartych, a potem
uogdlnij.

* Zadanie 7
Niech X bedzie zbiorem. Zadajemy na nim tzn. metryke dyskretna:

llgdyx=y
d , =
G) {Olwa#y

Znajdz wszystkie odwzorowania ciagte f : X — Y, gdzie (Y, dy) jest dowolna inng
przestrzenig metryczng. Wersja trudniejsza tego zadania: znajdz wszystkie odwzoro-
wania ciagte f : Y — X - mozna poczytac o pojeciu spéjnosci w ramach inspiracji.



